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POSTAVKA ZADATKA

Objekat upravljanja je fizicki model postrojenja za zagrevanje struje vazduha.
Zapravo, radi se o procesnom trenazeru firme Feedback Instruments, PT 326, na kome
i LOLA Institut iz Beograda testira efikasnost svojih kontrolera. Na takvom procesnom
trenazeru testiran je i programabilni logicki kontroler firme Informatika iz Beograda,
INFO-73, na kome se za sada realizuju svi regulatori projektovani u ovoj firmi. Proces
ima osobine u industriji ¢esto zastupljenog procesa susenja materije njenim izlaganjem
strujanju zagrejanog vazduha.
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Proces se sastoji u zagrevanju vazduha u plasti¢noj cevi do zadate vrednosti koja je
u opsegu: od sobne temperature do 60°C. Snaga na reSetkastom grejacu (otpornosti
120Q)) se kontrolise tiristorskim blokom, promenom faznog ugla. Promena izlaznog
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naponskog signala kontrolera u opsegu od OV do +10V uti¢e na promenu faznog ugla
od 136° do 40°, Sto odgovara promeni snage grejaca od 15W do 85W. Koli¢ina toplote
stvorena na grejacu prelazi na vazduh, pri ¢emu toplotni protok zavisi od temperature
grejaca i protoka fluida kroz cev (razmena kolicine toplote u jedinici vremena raste sa
porastom temperature grejaca i porastom protoka vazduha, i suprotno).

Vezu raCunara sa procesom obezbeduje I/O modul ED428-UP sa pripadajucim
prikljuénim panelom ED429-UP, pri ¢emu je obezbedena A/D i D/A konverzija sa 12-
bitnom rezolucijom. Upravljacki softver je razvijen u Borlandovom C++ prevodiocu
(verzija 3.1). U toku izvrSenja programa na monitoru su date sve bitne informacije,
ukljucujudi i tekuce vrednosti procesnih promenljivih. Svaka eksperimentalna proba je
pracena snimanjem bitnih sekvenci podataka sa izabranom periodom odabiranja od
0.11s.

Dominantni poremecaiji:

- promena ambijentalne temperature

- promena protoka vazduha u cevi

- parametarski poremecaji

Detaljnije:

Ventilator pokreje asinhroni motor, direktno vezan na gradsku mrezu. On usisava
vazduh temperature ambijenta 7, kroz otvor promenljive veliCine i potiskuje ga preko
otpornog grejaca u cev. Posto je brzina obrtanja osovine motora konstantna, ostvareni
protok vazduha Q zavisi samo od polozaja zatvaraca na ulazu u ventilator. Zatvarac je
izraden kao segmentni i njegovo kretanje je ograni¢eno na opseg ae [10°,170°].
Promene protoka vazduha i ambijentalne temperature T, su poremecaji koji deluju na
proces. Moguje varjjacije mreznog napona takode imaju uticaja na rad sistema.
Promenom mreznog napona menja se broj obrtaja asinhronog motora, a samim tim i
protok vazduha kroz cev, Sto se manifestuje kao poremecaj u sistemu. Cev i vazduh koji
kroz nju protice su u medusobnoj termodinamickoj interakciji. U izvesnim intervalima
cev se zagreva od strane vazduha, i suprotno - zagrejana cev greje vazduh (Sto zavisi
od prethodno akumulirane koli¢ine toplote u cevi i tekucih procesnih promenljivih).
Dinamika ovog poremecaja je nepoznata i razliCita je pri zagrevanju i hladenju. Osim
ovih poremecaja postoji niz drugih uticaja Cije bi efekte lakSe mogli opisati Sumom koji
deluje na proces. To su turbulencije vazduha u cevi, ograni¢ena rezolucija A/D i D/A
konverzije, neidealno napravljen ventilator, zazori i oscilacije u mehanickim sklopovima,
itd. Moze se doci do zakljucka da, Sto je protok vazduha manji, uticaj Sumova je veci.
Objekat upravljanja pripada klasi industrijskih procesa Cije se dinami¢ko ponasSanje u
okolini radne tacke moze dobro aproksimirati funkcijom prenosa prvog reda.

Staticke karakteristike "suSare" su izrazito nelinearne. Staticko pojacanje se znacajno
menja u zavisnosti od radne tacke procesa. Promena statickog pojacanja u funkciji
upravljacke veli¢ine pri konstantnom protoku vazduha (Q) i konstantnoj temperaturi
ambijenta (T,) je okvirno prikazana na slede¢em grafiku:



Vladan Spasojevi¢ 47/2000

[k )

N )

Slika 14 — Promena statickog pojacanja u f — ji upravljacke promenljive

Vremenska konstanta procesa (T) i vreme Cistog kasnjenja (T) se ne manjaju
znacajno sa promenom radne tacke. Promene protoka vazduha, odnosno pozicije
ulaznog zatvaraca, bitno uti¢u na promenu stati¢kog pojacanja procesa (K) i
transportnog kasnjenja (7). Vrednost transportnog kasnjenja (T) je direktno
proporcionalna udaljenosti senzora od grejaca, a obrnuto proporcionalna protoku
vazduha u cevi (Q).
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Slika 15 — Promena parametara u funkciji pozicije zatvaraca

Opisani objekat wupravljanja je nelinearan i nestacionaran. Pored opisanih
nelinearnosti je jasno da su u sistemu moguce i nelinearnosti tipa zasicenja. Takode,
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karakteristike procesa nisu iste pri zagrevanju i hladenju struje vazduha (prisutan je
histerezis).

Uslovi identifikacije objekta upravljanja

Upravljacki signal v [V] se generiSe u racunaru, a naponski signal 7, [V] predstavlja
izlazni signal ili upravljanu promenljivu. Da bi se reSio problem identifikacije objekta
upravljanja, u opstem slucaju, neophodno je imati na raspolaganju:

e ulazno izlazne podatke o objektu,
e klasu modela objekta ili model objekta i
e kriterijum za ocenu dobrote modela u odnosu na eksperimentalne podatke.

Na opisanoj eksperimentalnoj opremi sprovodi se eksperiment nad objektom
upravljanja u otvorenoj povratnoj sprezi. Generise se odskocni test signal i snima se
vremenski odziv, kao i ulazna sekvenca. U opStem slucaju, radna tacka se bira na
osnovu postojeéih apriornih informacija i poznatih statickih karakteristika objekta. U
bliskoj okolini radne tacke staticka kriva moze biti linearizovana, te se dinamicko
ponasanje procesa moze opisati linearnom diferencijalnom jednacinom. Nezavisna
promenljiva diferencijalne jednacine je odstupanje upravljacke veli¢ine od vrednosti
upravljanja koja definiSe radnu tacku, a zavisna predstavlja odstupanje izlaza procesa
od vrednosti koju je imao u radnoj tacki. U nasem slucaju, izabrana je nominalna
upravljacka promenljiva: un,m=5V, dok njoj pripadaju¢a vrednost izlaza predstavlja
nominalnu izlaznu promenljivu 7,., Pri tom, ambijentalna temperatura je na nivou
sobne i njene promene su zanemarljive, zatvaraC ventilatora je pozicioniran na a=50°,
dok je B=30°. Pre pocetka svake eksperimentalne probe vodi se ratuna da se proces
ustali u okolini nominalne radne tacke. Generisana upravijacka sekvenca menja
vrednost od 5Vna 6V u jedanaestoj sekundi od pocetka eksperimenta.
Snimljena izlazna sekvenca umanjena za nominalnu vrednost izlaza (7.m0m) | NjoOj
odgovarajudi jedinicni upravljacki signal (menja vrednost od OV na 1V) jesu relevantne
sekvence podataka u procesu identifikacije. Dobijeni vremenski odziv je tipi¢an za Siroku
klasu sporih industrijskih procesa, te nema dileme da se ponasanje objekta upravljanja
u okolini radne tacke moze opisati funkcijom prenosa sa jednom ili vise vremenskih
konstanti i transportnim kasnjenjem. Broj vremenskih konstanti, odnosno red sistema,
kod termodinamickih procesa odgovara postoje¢em broju toplotnih kapaciteta (grejac,
vazduh u cevi, cev, termistor, itd.). Proces kod koga se snaga predata grejacu trosi na
zagrevanje reSetke grejaca, odakle dolazi do prelaza toplote (konvekcija) na fluid koji
kroz nju proti¢e, moZe biti matematicki modeliran funkcijom prenosa drugog reda.
Ukoliko bi u obzir bio uzet i toplotni kapacitet zidova "susare", doSio bi se do modela
tre¢eg reda koji je Hizi stvarnoj situaciji od modela koji ne uzima u obzir akumulaciju
toplote od strane cevi. Medutim, obicno se tezi izboru modela objekta upravljanja koji
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ima minimalan broj parametara. Najjednostavnija moguca struktura modela objekta
upravljanja za posmatrani tip procesa je sistem sa jednom vremenskom konstantom.

Na osnovu snimljenih sekvenci podataka sprovodi se parametarska identifikacija
modela. Moze se smatrati da je sistem identifikovan onda kada se odstupanja izmedu
realnog sistema i modela svedu na prihvatljiv nivo. Koji je to prihvatljiv nivo zavisi od
objekta i aplikacije u svakom konkretnom slucaju. U nasem slucaju, verifikaciju modela
izvrSiti vizuelnim poredenjem (moze i statistickim) odsko¢nog odziva identifikovanog
modela i realnog objekta upravljanja.

ZADATAK

Izvrsiti parametarsku identifikaciju opisanog objekta upravljanja. - Radi se o (tipicnom)
sporom

industrijskom procesu ciji model moZe biti opisan funkcijom prenosa

I.‘I_-’H N L( ?:f ( r) — ?:EIFfJI?J } _ },( ‘\I) _ [{(J_n Il I
 L(u(n) —u,) B U, (s) C Ts+1'
W 0 (s) L( ?—;.’ (1)— ?—;nmm ) Y(s) Ke™
Vo(s) = = =
Lu(t)—u,)  U,(s) (Ts+1)(Trs+1)

Prema gore opisanoj proceduri — vec su izvrSene sukcesivne eksperimentalne probe; i
sekvence

ulazno-izlaznih podataka su snimljene u fajlovima ident_.m. Svaki student na
raspolaganju ima

po 3 fajla, Sto znadi po tri seta ulazno izlaznih podataka o procesu (koja su formirana
sukcesivno,

pod pribli* no istim uslovima, u roku manjem od 10 minuta). U prvoj koloni ident_.m
smesteni su

podaci koji €ine niz ulaza, a u drugoj podaci koji ¢ine niz izlaza. Perioda odabiranja je
0.11s.

DesSava se promena ulaza sa 5V na 6V, i prati se promena izlaza.

DEFINICIJE IDENTIFIKACIIE, SISTEMA I NORMALIZACIJE

Identifikacija sistema predstavlja skup raznih postupaka koji u razlicitim uslovima
reSavaju problem postavljanja matematickog modela nekog dinamickog sistema, na
osnovu eksperimenatalno dobijenih podataka sa realnog objekta zasnovanih na merenju
ulaza i izlaza. Drugim re€ima, identifikacija sistema predstavlja eksperimentalan
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postupak modeliranja objekta koji se postavlja u vidu funkcije diskretnog prenosa, i
zasniva se na merenju ulaza i izlaza objekta u konacnom broju trenutaka. Izmereni
signali se potom procesiraju u okviru algoritama obrade mernih podataka, Ciji je cilj
dovoljno tacna procena modela, tako da razlika izmedu realnog objekta i njegovog
matematickog modela bude Sto je moguce manja. Ovo se postize podeSavanjem
parametara datog modela, sve dok se njegov izlaz ne podudari Sto je moguce bolje sa
izmerenim izlazom za istu pobudu. Identifikaciju jr moguce vrsiti u toku trajanja
eksperimenta ili posle njegovog zavrsetka. U nasem slucaju identifikacija se vrsSi nakon
obavljenog eksperimenta.

Pod terminom sistem podrazumevamo objekat upravljanja u kojem varijable
razliCitih vrsta interaguju i proizvode opservabilne signale. Opsevrabilni signali koji su od
interesa za nas, nazivaju se izlazi. Sistem je takode pobudivan eksternim signalima.
Eksterni signali, koji mogu biti manipulisani, aplicirani, od strane Coveka ili nekog
drugog elementa SAU zovu se smetnje i mogu biti podeljene u dve grupe — direktno
merljive i one koje mozemo tretirati samo kroz njihov uticaj na izlaz.

Funkcija prenosa identifikovanog modela opisano, sistem koji posmatramo je
nelinearan i nestacionaran, i kao takav moze biti linearizovan, odnosno opisan funkcijom
prenosa samo u okolini radne tacke. Zbor toga se vrSi normalizacija izmerenih
podataka, tako da se od svake dobijene vrednosti oduzima nominalna vrednost (tj. ona
koja odgovara radnoj tacki).

TEORIJSKE POSTAVKE O UPOTREBI PARAMETARSKOG ARX MODELA U IDENTIFIKACIJI
OBJEKTA UPRAVLIJANJA

Skracenica ARX u stvari predstavlja Auto Regresion eXternal
Funkcije prenosa ARX modela su oblika

_Y(a) _Blg”
6@ -G~ AT P

gde su A i B polinomi u funkciji operatora pomaka q*

—ha

A(q) =1+ alq_1+... +a.q
B(q)=p,+ bzq_l+... +b..q

—nb+1

nai nb predstavljaju stepene polinoma A i B dok nk predstavlja broj perioda odabiranja
u vremenu kasnjenja

kada izraz 1 unakrsno izmnozimo dobijamo
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kada u ovu jednacinu yamenimo izraze za A i B dobijamo izraz (2)

Y(k)+a,-Y(k—-1)+..+a,-Y(k—-na)=b,-U(k—-nk)+b, -U(k-nk+1)+..+b, -U(k—-nk-nb+1)

S

e~ se vrSi na slede¢i nacin Z

diskretizacija kontinualnog modelaG(s) =
.S +1

transformacijom

G(z)=Z[Gy (s)G(s)]

6(2)22[1-9” K ew}

S T.s+1
1

G0 =Kz (-7 )7 — i

s(s+-—--)

1
G(2)=——+= Y(2) =K Z*d 1_61 kada z zamenimo sa q dobijamo
U(2) z-@™

L (l-ena

G(q )_ (q ) =K( d% na kraju se dobija izraz (3) gdeje d = —

Y(k)—e_ll Y(k-1)= K-{l—e_%}-u(k—d ~1) (3)

ako uporedimo izraze (2) i (3) dobijamo izraze za al i bl

A= _eiTll

T
b, = K-[l—e Tl}

Iz njih se dobijaju izrazi za T1 i K kao
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b
K= 1_1
l1-e™
diskretizacija kontinualnog modela G(s) = K g se vrdi na slede¢i nacin Z
(T,s+1)T,s+1)
transformacijom

~ 1_e—sr K .
G(Z)_Z[ s (Tls+1)-(Tzs+1)e:|

11

Y(k)—[e T e TTZ]-Y(k—l)+e(T1+T2j Y(k-2)=

T T T T
-I:-I'e Tl _-I:I-e T2 _[i ij—l— ie Tl _-I:I-e T2 (4)
2 1 i _ . T 2 1 —
K| 1+ 11 Uk-1)+K-|e 11 U(k-2)
Tl T2 Tl T2

ako uporedimo izraze 2 i 4 dobijamo izraze za al, a2, bl, b2,

a=—(m+e™) a,=e &'

Tl_Tz_Tie_ﬁ"‘Tze_TL2

b, =
' T:— T2
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(T, -Te TR Ty T,e
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IDENTIFIKACIJA SISTEMA 11 2 REDA ARX METODOM

Nakon startovanja MATLABA i izbora foldera u kome se nalaze svi fajlovi potrebni za
ovaj eksperiment vrsi se ucitavanje 1 seta podataka naredbom >>load identl.m.
Nakon toga vrsSi se normalizacija ulaznih i izlaznih podataka naredbom >>normalizacia
nakon Cega se izvrSava program normalizacija Ciji izvorni kod e kasnije biti dat.

Nakon toga pozivamo System Identification Toolbox kucanjem naredbe >>ident
Izgled glavnog prozora ident tool box-a dat je na slici:

<} lident: Untitled g@@'

File ©Options ‘Window  Help
|Data j |h-1|:u:|els ﬂ
l, O perations J,
w |<-- Preprocess ﬂ
primer 1_
[
- W
primer
Wiarking Data
| E stimate --» ﬂ
Data Wiews M odel Wiews
Ta Ta
[ Time plat Workspace || LTI Mewer | [ [
[ Data spectra [ [
| -~ r
. primer1 =
Exit | Trash Valickation Data
Data zet primer] inzerted. Double click on icon [right mowuse] for text information,

Izborom opcije Inport iz padaju¢eg menija data dobijamo prozor za uno podataka kao
na slici:

10
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<} Select Range: ulaz->jzlaz

File ©ptions Style Channel Help
Input and output signals
0.4 r . _
Time zpar:
) W | -
=0t .
I
Samples:
05 . . . | 1274
Data name:
1
| primer] e
f_h'; nst . Inzert |
=
Revert |
|:| 1 1 1 |:| |
1] 20 40 1] a0 o
Time
b ark. data range wzing mouse or keyboard.

Zatim se vrSi procena (estimacija) modela izborom opcije Parametric
padaju¢eg menija Estimate.

Zatim se vrSi procena (estimacija) modela izborom opcije Parametric
padaju¢eg menija Estimate.

11

models

models

iz

iz
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<} |Parametric Models Ej@f@

Structure: &R [na nb k] -

Orders: | 111

E quation: Ly=Bu+e

Method: v AR Y

M ame: | arx111

Focus: | Prediction j

[ritial State: |.-'1'-.ut|:- j

Covarniance: | E shimate j

Order zelection | Order editar. . |

E ztimate | Cloze Help |

Na ovoj slici prikazan je slucaj kada je predpostaljeno da resenje bude polinom prvog
stepena. Medjutim treba ovo uraditi i pod predpostavkom da je polinom drugog
stepena, da bi se uporedila resenja.

Measured and simulated model output
0.6

BestFits
arx111: 75,2521
Al 11pr2: 3.0416
arc 11prd: 23061

0.8+ E

10 20 an 40 a0 G0 70 a0
Time

Na kraju (u ovom slucaju za experiment 1) krajnje resenje je posle otkucane komande
pri=zpk(d2c(arx111)) je:

12
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Zero/pole/gain from input "ulaz" to output "izlaz":
0.28821

(s+0.8942)

Y(s) W

u prozoru MATLABA se dobijaju funkcije prenosa oblika G(s) = 0 Grw)
+ 1

iz koje se dobija K = w iT = 1 za prenosnu funkciju 1 reda
w.

1 1
A za za prenosnu funkciju 2 reda dobija se

_Y(s) W (s+ Xx)

SO =0 T W+ w)

iz koje se dobija K = W T, = 1 T, = 1
W, - W, W, W,

za funkciju prenosa 1 reda dobijaju se podaci

slu¢aj | K T

1 0.322 | 1.161
2 0.42 |1.028
3 0.482 | 1.512
prosek | 0.407 | 1.233

funkcija prenosa 1 reda jeG(s)=ﬂe*“S
1+1.233s

za funkciju prenosa 2 reda dobijaju se podaci

sluaj | K T1 T2

1 0.318 | 0.042 | 0.943
2 0.419 | 0.026 | 0.878
3 0.481 | 0.027 | 1.351

prosek | 0.406 | 0.032 | 1.035

0.406 JRETE

funkcija prenosa 2 reda jeG(s) = (1+0.0325)(1+1.035s)

13
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UPOTREBA METODE NAJMANJIH KVADRATA ZA IDENTIFIKACIIU
SISTEMA 1 I 2 REDA UZ POMOC PROGRAMSKOG PAKETA
MATLAB

Program za identifikaciju sistema 1 reda:

home
close all
clear all
clc

load ID40_1.m;
id= ID40_1
normalizacija

niz=length(id(:,1)); % duzina snimljenih sekvenci
% sekvenca vremena

for i=1:niz

t(i)=i*0.11;

end

% primana metode najmanjih kvadrata
k01=[0.32,10.2,0.11];
fl=inline('k(1)*(1-exp(-(t-k(2))/k(3)))",'k',"tY;
[k,sumakv]=Isqcurvefit(f1,k01 ,ul,izl,[0 O],[inf inf]);

K=k(1);

Tau=k(2);

T=k(3);

s2=sumakyv;

clc;

for j=1:niz

y2k(§)=K*(1-exp(-(t(G)-Tau))/T);

if y2k(j)<0;
y2k(3)=0;
end

end

figure(1)

plot(t,ul,'g" t,izl,'b",t,y2k,'r")
title('Identifikacija parametara susare (I REDA)")
legend('ulaz','izlaz','model)

14
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xlabel('vreme [s]')

grid;

disp(' ');

disp(' Parametri sistema su: ');
disp(' ');

disp([' K = ",num2str(K)] );
disp([' T = ",num2str(T)] );
disp([' Tau = ',num2str(Tau)]);
pause, close all

Program za identifikaciju sistema 2 reda:

home
close all
clear all
clc

load ID40_1.m;
id=ID40_1

normalizacija

niz=length(id(:,1)); % duzina snimljenih sekvenci
% sekvenca vremena

for i=1:niz

t(i)=i*0.11;

end

% primana metode najmanjih kvadrata
k02=[0.32,10,0.058,0.65];
f2=inline('k(1)/(k(4)-k(3))*(k(4)*(1-exp(-(t-k(2))/k(4)))+k(3)*(1-exp(-(t-
k(2))/k(3))))','K','t);
[k,sumakv]=Isqcurvefit(f2,k02,ul,izl,[0 O],[inf inf]);
K=k(1);

Tau=k(2);

T1=k(3);

T2=k(4);

s22=sumakv;

clc

for j=1:niz
y22k(§)=K/(T2-T1)*(T2*(1-exp(-(t(j)-Tau))/T2)+T1*(1-exp(-(t(j)-Tau))/T1));
if y22k(j)<O0;

y22k(j)=0;

end

15



Vladan Spasojevi¢ 47/2000

end

figure(1)
plot(t,ul,'g',t,izl,'b',t,y22k,'r'")
title('Identifikacija parametara susare (II REDA)")
legend('ulaz','izlaz','model")
xlabel('vreme [s]")

grid;

disp(' );

disp(' Parametri sistema su: ');
disp(" *);

disp([' K = ',num2str(K)] );
disp([' T1 = ",num2str(T1)] );
disp([' T2 = ",num2str(T2)] );
disp([' Tau = '",num2str(Tau)]);
pause, close all

metodom najmanijih kvadrata se dobijaju dijagrami (za prvi exsperiment):
Identifikacija parametara susare (| EEDA)

12 1 I I I I 1 I
i i i : : : ulaz
: : : . . ; — izlaz
| R — maodel |

G | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 B0 70 80
vreme [s]
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1.2

Identifikacija parametara susare (| REDA)

ulaz
— izlaz
— model

0.2
]

40
vrame [5]

Krajnji reazultati dobijeni ovom metodom za sva tri experimenta za sluzaj da je resenje
polinom prvog i drugog stepena su:

za funkciju prenosa 1 reda dobijaju se podaci

sluéaj | K T T

1 0.32403 | 0.50188 | 10.1232

2 0.42559 | 0.50198 | 10.1249

3 0.42559 | 0.50198 | 10.1249

prosek | 0.31974 | 0.50198 | 10.12433

funkcija prenosa 1 reda je:  G(s)= 031974
1+0.50198

za funkciju prenosa 2 reda dobijaju se podaci

sluéaj | K T1 T2 T

1 0.32056 | 0.10715 | 0.64901 | 9.9991
2 0.32054 | 0.10714 | 0.64906 | 9.9992
3 0.32054 | 0.10715 | 0.64901 | 9.9992

17
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| prosek | 0.32055 | 0.10715 | 0.64903 | 9.9992 |

funkcija prenosa 2 reda je:  G(s)= (1+0.10715)1+ 0.64903)

ZAKLIJUCAK
Ovaj objekat upravljanja pripada klasi industrijskih procesa Cije se dinamicko ponasanje
u okolini

radne tacke moze dobro aproksimirati funkcijom prenosa prvog reda. Upotrebom
funkcije prenosa

drugog reda ne dobijamo na kvalitetu identifikacije (ne smanjujemo gresku), tako da
njena upotreba

dovodi jedino do usloZnjavanja procesa identifikacije.
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DODATAK:
Tablice Laplasove, Z i modifikovane Z transformacije
F(t) F(s) F(z) F(z,m)
o(t) 1 1 0
o(t-kT) e’*Ts z z
ult) 1 z 1
5 = —1 = _].
t 1 Tz mT T
i [2_1_)3 z-1 I:z—ljl2
£ 1 Tiz(z +1) T m*  2m+1 2
2 5 2![2 = 1)3 A z-1 [z = 1:12 [z = 1)3
2 T ) [z CIf o o=
Kl Slh‘l a0 ,Ela_""' F - g_'ﬂ' a=0 [ chj’ z - é'_ﬂ
a'f 1 z a™
g —lloga’ zma z7d
E—ﬂ!‘ 1 T E—ﬂm!"
gt+a z—e™ z-g
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te ™ 1 Tee™™ r |8 m(z - e'ﬂ)
2 7 Te g
[S‘”I:' (Z—é‘_ﬂ?) (z—e'ﬂ)
thee 1 (-1f a* z (-1 @ [ &=
il [s + c;»::IJ&'+1 b odatlz-a% Bodgtlz-
1-™™ @ z(l—e"”") 1 e
S[S"'ﬂ) I:z—ljz—e'ﬂr z-1 z-g*
f_1—.5"'2" : a 1A Z(l—é'_ﬂ) , T -1 o
a s (s+a) I:z—l:lz a[z—l)(z—e'“?) o a,_ ¢
I':z—ljlz z-1 a(z—e'ﬂ)
sinn bt b zsinbT zsin mbT +sin (1-mbT
54 +h? ¥ - 2zcoshT +1 z¥ = 2zcoshT +1
cos bt g z(z —coshT) zeosmbT + cos(l—mbT
5% +h* z* - 2zcoshT +1 z* —2zcoshT +1
sitth A2 b zsinh 2T zsith mbT +sinh (1 - m)dT
54— b z? - 2zcoshbT +1 z* = 2zcoshT1
cosh &t g z(z —cosh 5T zeosh mbT + cosh(l-mdT
5* —b? z* - 2zcoshbT +1 z* - 2zcosh BT +1
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